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_ Tragheitsmoment
L ektion 9 Rotation starrer Kérper
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Themen der Lektion

Trigheitsmoment Rotation starrer Korper

Definition quantitativ und qualitativ

Berechnung

Bedeutung
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Das Tragheitsmoment rotierender Korper

N
_ 2
Diskrete Massen J = Z m;r; “Wie weit ist die Masse
Definition: i=1 des Korpers weg von

der Drehachse?”
Kontinuierliche Form J= ‘Ari dm = J}i p dV er brenacnse

Zusammenhang zu Rotationsenergie,
Drehimpuls und Moment

1_, — L = >
E. = EJO) M=Ja Eyin = EmV F =ma
L2 - p’ T =my
Erotzﬁ L=Jow Ekinzﬂ p =myv

ENGAGING.
PHYSICS
TUTORING



Ausgewahlte Tragheitsmomente
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Ausgewahlte Tragheitsmomente Quader  dV = ry =

Beispiel:
-~
J = ... Rechnung?
d, Zylinder
1
=~ _om _ < 2 2)
dV = P = lxlylz J 12}1’1 lx + ly
w

Beispiel Vollzylind Kugel
ispi zylinder:
eispiel volizylinae dv = L=
J= ... Rechnung? .
e Beispiel Vollkugel:
m |
p =R J = EmR J = ... Rechnung?
m 2 2
r 2R3 /= gmrmax

3




2

.. .. . _ _ ./
Ausgewahlte Tragheitsmomente Quader  dV=dxdydz 7, =4/x"+y
Beispiel:
Ix l}" ZZ
_~ 7T
-~
J=p J J J(x2+y2) dxdydz
d» Zylinder Lk
2 752 1
=~ m _ 2 2
dV =r,dr,dedz ~ ’ =T J = 12m <lx + ly) L
w
Beispiel Vollzylinder: Kugel
eISpIe 0] zy ”1 er: 2 1 dv = }"2 sin @ drd@dq) ro=r sin 6
J=p|rird Jd Jd, —
erl R ) 7] Beispiel Vollkugel:
0 ( 0
m 1 o) "max n 2
P=i—3 J = EmR J=p | rzerdF) sin 6 sin J do
0 0 0
p= e J= gmrmax




Frage zum Tragheitsmoment !

Alle Korper haben die gleiche Masse.

Welche Aussage stimmt dann? " ) '
a a
A) J1>J2>J3>J4 3) 4)
B) J1>J3>J2>J4 @ ‘
C) J3>Js>Jd1>J2
p——
a a

C) Ja>J2>J3>J1
Woirfel- und Zylinderquerschnitte
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Frage zum Tragheitsmoment !

Alle Korper haben die gleiche Masse.
Welche Aussage stimmt dann? "

p—
a a

A) J1>J2>Jd3>Jd4

3) 4)
@ 15955054
Achtung:
Ware stattdessen die
C) J3>Ja>Jd1>Jd2 Dichte der Korper

gleich, waren die

Tragheitsmomente der a a
C) J4>J2>J3>Js Hohlkorper kleiner!

Woirfel- und Zylinderquerschnitte
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Kind auf Drehscheibe

Tragheitsmomente und Drehimpulserhaltung
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Kind auf Karussell

Loslassen ohne
rung

)

Gehen in
Drehrichtung

Gehen geg
Drehrichtung

Ein Kind macht Experimente auf einer Drehscheibe.
Zu Beginn steht das Kind ruhig auf der Scheibe, bevor
es mit den abgebildeten Bewegungen beginnt.

Wie verandert sich die Winkelgeschwindigkeit Der
Scheibe mit der abgebildeten Bewegung?

Wie verandern sich die einzelnen Drehimpulse der
Scheibe und des Kindes jeweils?

- Bewegung radial
ach Innen

7
J \

Sprung in radialer Richtung
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Kind auf Karussell - Losung |

<—
Loslassen ohne
rung

)

\

Sprung in radialer Richtung

@ seheibe DIEIDE gleich, LS = JSa)Schelbe bleibt glelch und LKlrld
bleibt auch gleich (klar wegen Ltot = LS + LK = konst).

Da die Kraft beim Sprung nur in radialer Richtung wirkt, andert
sich weder der Drehimpuls ZS der Scheibe, noch der
Drehimpuls T;K des Kindes.

bleibt ebenfalls gleich!
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Kind auf Karussell - Losung Il

Die einzelnen Tragheitsmomente Jg und J bleiben unverandert.
Die W|nkelgeschW|nd|gke|t des Kindes nimmt zu, also wachst sein

Drehimpuls LK = JKa)K

j Folglich muss wegen Ltot = konst der Drehimpuls der Scheibe L S

abnehmen. Dies stimmt Uberein damit, dass das Kind die Scheibe mit
einem Drehmoment abbremst, um sich zu beschleunigen.

Gehen in

=)

Drehrichtung

Analog zu oben:

Gehen gege!
Drehrichtung
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Kind auf Karussell - Losung llI

Bewegung radial
ach Innen

)

Das Tragheitsmoment Jy des Kinds um das Drehzentrum wird kleiner.
Das Tragheitsmoment der Scheibe Jg bleibt konstant.
Folglich wird das gemeinsame Tragheitsmoment J = Jg + Ji kleiner.

Der Gesamtdrehimpuls bleibt erhalten, da kein dusseres Drehmoment
wirkt. Wegen L, = J @ = konst wird also die gemeinsame
Winkelgeschwindigkeit @ zunehmen.

Folglich nimmt der Drehimpuls der Scheibe ZS = Jgw zu. Gleichzeitig

wird der Drehimpuls des Kindes ums Drehzentrum L = Jy @
abnehmen!

Anschauliche Erklarung: Beim Gang nach Innen bewegt sich das Kind
zunachst schneller als der Boden, den es betritt. Durch die Haftung des
Fusses auf der Scheibe bremst das Kind ab und gibt den Drehimpuls an
die Scheibe ab.

ENGAGING.
PHYSICS
uuuuu NG



Berechnen von Zylinder-Tragheitsmomenten
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Explizite Rechnung: Tragheitsmomente von Zylindern

Hohlzylinder, Tragheitsmoment fiir Drehung um Achse im Zentrum:

<

|. : rJ_ N

Vollzylinder, Tragheitsmoment fiur Drehung um Achse am Rand:

’ Vollzylinder um Mittelachse:

Satz von Steiner:

SEEPT



Explizite Rechnung: Tragheitsmomente von Zylindern

Hohlzylinder, Tragheitsmoment fiir Drehung um Achse im Zentrum:

R;—Rf m 2rh 5 ) ) 5
= = R —R?7) (R R
dz =p 1 27h h (RI—R7) 4 (R; = R}) (R; +RY})
N,
p_ﬂh(Rzz—RlZ)

Vollzylinder, Tragheitsmoment fiur Drehung um Achse am Rand:

’ Vollzylinder um Mittelachse:  J = %m R

3
Satz von Steiner: J =J+mR?*= EmRZ

SEEPT



Zylinder auf schiefer Ebene

MC-Frage
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Schiefe Ebene: Rennen der Zylinder

Die drei verschiedenen Zylinder rechts rollen
gleichzeitig eine schiefe Ebene herunter.

A ist ein Zylindermantel (innen hohl), B und C sind
Vollzylinder.

Welche Aussage stimmt fiir die Zeiten t; nach welchen die Zylinder unten ankommen?

3) >l=Ic 6) Mehr Informationen sind nétig.

SEEPT



Schiefe Ebene: Rennen der Zylinder

Die drei verschiedenen Zylinder rechts rollen
gleichzeitig eine schiefe Ebene herunter.

A ist ein Zylindermantel (innen hohl), B und C sind
Vollzylinder.

Welche Aussage stimmt fiir die Zeiten t; nach welchen die Zylinder unten ankommen?

1) W>1>I1 4) =1 =1
3) L>=Ic 6) Mehr Informationen sind nétig.

Die Beschleunigung des Schwerpunkts hangt
weder von der Masse ab noch vom Radius.
Jedoch muss der Hohlzylinder relativ mehr
Energie in seine Rotation investieren.

Rechnung folgt!

SEEPT




Zylinder auf schiefer Ebene

Rechnung
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Schiefe Ebene: Rechnung zur Beschleunigung

Wie sieht die Bewegungsgleichung fiuir den Schwerpunkt
eines Zylinders aus, der tiber eine Rampe abrollt? Wie
gross ist die Beschleunigung entlang der Schrage?

Tipp: Der Rollwiderstand kann wie eine Reibungskraft in die
Bewegungsgleichung integriert werden. Der Beitrag zur linearen

Beschleunigung kann dabei mit dem Drehmoment ausgedrickt werden.
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Schiefe Ebene: Rechnung zur Beschleunigung

Wie sieht die Bewegungsgleichung fiuir den Schwerpunkt
eines Zylinders aus, der tiber eine Rampe abrollt? Wie
gross ist die Beschleunigung entlang der Schrage?

Tipp: Der Rollwiderstand kann wie eine Reibungskraft in die
Bewegungsgleichung integriert werden. Der Beitrag zur linearen

. . . s 1
Beschleunigung kann dabei mit dem Drehmoment ausgedruckt werden. Vollzylinder:  J = EmRz
mxX =mgsing — F, o)
a = X/R —>5c'=§gsin(p
I ——
mxX =mgsing —— =mgsing —— =mgsingy — — i . _
g s R gsing R s g R2 Zyllndermantel.1 J=mR
v .o .
M=1L=Ja - & =—gsing
mg sin ¢
m + é Die Beschleunigung hangt nur von der Form,

nicht von der Masse oder Grosse der Rolle ab!
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Weitere Konzeptfragen

Die folgenden Fragen sind extrahiert von
“Konzeptfragen zur Newtonschen Mechanik und Thermodynamik”®
von Rafael Gort
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Frage 1

Eine Eiskunstlauferin vollfithrt eine Piruette. Damit sie

sich schneller drehen kann, zieht sie die Arme zum Korper.

Wie verandert sich dadurch die Rotationsenergie der Eis-
kunstlauferin.

1. Sie nimmt zu, weil sie schneller rotiert.
2. Sie nimmt ab, da ihr Tragheitsmoment abnimmt.
3. Sie bleibt gleich.

4. Zu wenig Informationen.




Frage 1

Eine Eiskunstlauferin vollfiihrt eine Piruette. Damit sie
sich schneller drehen kann, zieht sie die Arme zum Korper.
Wie verandert sich dadurch die Rotationsenergie der Eis-

kunstlauferin. Antwort: 1. Die Rotationsenergie nimmt zu.

1. Sie nimmt zu, weil sie schneller Man kann die kinetische Energie im Schwerpunkt be-

schreiben als:

2. Sie nimmt ab, da ihr Tragheitsmr 1.,
T = sJ:\w“
3. Sie bleibt gleiCh- Man kann die obige Formel abandern mit Hilfe von L =
. . J,\QJZ
4. Zu wenig Informationen. T %Lw

Da der Drehimpuls erhalten ist, und die Winkelgeschwin-
digkeit zunimmt, muss die Rotationsenergie zunehmen.




Frage 2

F,=1N

m=1kg
m=1kg

R=0.5m R=1m

Man hat die zwei gezeigten Rader, welche zu Beginn
ruhen. Dann wirkt auf die Rader wie gezeigt eine Kraft in
einem gleichen Zeitintervall. Man nehme an die Speichen
der Rader seien masselos. Das Drehmoment ist daher
J = mR?. Wie gross muss F) sein, damit beide Rader
die gleiche Winkelgeschwindigkeit erhalten?

0.25N
0.5N
1.ON
2.0N
4.0N

A A o A

Zu wenig Informationen.




Frage 2

F,=1N

m=1kg
m=1kg

R=0.5m R=1m

Man hat die zwei gezeigten Rader, welche zu Beginn
ruhen. Dann wirkt auf die Rader wie gezeigt eine Kraft in
einem gleichen Zeitintervall. Man nehme an die Speichen
der Rader seien masselos. Das Drehmoment ist daher
J = mR?. Wie gross muss I sein, damit beide Rader
die gleiche Winkelgeschwindigkeit erhalten?

1. 0.25N
2. 0.5N
3. 1.ON
4. 2.0N
5.4.0N

Antwort: 4. F, = 2.0N

Das Tragheitsmoment des grossen Rades ist vier mal
grosser als das des kleineren. Damit die Winkelgeschwin-
digkeit der Rader gleich gross ist muss der Drehimpuls
des grossen Rades zum Schluss also ebenfalls vier mal
grosser sein als der des kleineren Rades. Der schlussend-
liche Drehimpuls wird durch das angreifende Drehmo-
ment verursacht. Dieser ist proportional zur angreifenden
Kraft, sowie dem Abstand zum Drehpunkt. F, muss also
doppelt so gross sein wie F.




