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Übersicht zu Drehmoment und -impuls



Drehmoment und Drehimpuls

⃗M = ⃗r × ⃗F = m ⋅ ( ⃗r × ⃗a )
[M ] = Nm

⃗L = ⃗r × ⃗p = m ⋅ ( ⃗r × ⃗v )
[L] =

kg m2

s

  Vektor parallel zur Drehachse→

⃗r

⃗F ⃗M

  senkrecht auf  und → ⃗r ⃗v

“Mächtig ist des Schlossers Kraft, 
wenn er mit dem Hebel schafft.”

Moment

Zusammenhang:

⃗r

⃗p
⃗L

Drehmoment

Drehimpuls Drehmoment verursacht 
Änderung des Drehimpulses

· ⃗L =
d ⃗L
dt

= ⃗M

 verhält sich zu , 
wie  zu :

⃗M ⃗L
⃗F ⃗p · ⃗p = ⃗F



⃗F

m

⃗p

Δ ⃗p = ∫ ⃗F dt

Mechanik von 
Massenpunkten

die zentralen 
Grössen

⃗M
P

W

W = ∫ P dt

ΔE = W

Δ ⃗L = ∫ ⃗M dt

W = ∫ ⃗F d ⃗s

⃗M = ⃗r × ⃗F

E ⃗L

Ergänze das Schema!



⃗F

⃗MW

m

⃗p

E ⃗L

Δ ⃗p = ∫ ⃗F dt

Δ ⃗L = ∫ ⃗M dt

P

ΔE = W

W = ∫ P dt

⃗M
=

⃗r
×

F⃗W
= ∫

⃗
F

d
⃗sMechanik von 

Massenpunkten

die zentralen 
Grössen



Drehimpuls der Erde um die Sonne



Fragen:
Wie gross ist der Abstand Sonne-Erde?

Die Erde kreist einmal im Jahr um die Sonne.

Die Masse der Erde ist , 
die der Sonne .

mE = 5.97 ⋅ 1024 kg
mS = 1.99 ⋅ 1030kg

Annahme: Wir nähern die Bewegung als Kreisbewegung.

Wie gross ist der Betrag des Drehimpuls der Erde um die Sonne?

Welche Bahngeschwindigkeit hat die Erde?

Erde und Sonne

Gravitationskraft: FG =
mSmEG

r2



Idee: Zentripetalkraft wird durch Gravitationskraft geliefert.
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mE = 5.97 ⋅ 1024 kg
mS = 1.99 ⋅ 1030kg

Erde und Sonne

FG =
mSmEG

r2

⃗F G

FG = FZP

FZP = ω =

Gleichsetzen liefert:

r =

G = 6.67 ⋅ 10−11 m3

kg s2

Bahngeschwindigkeit: v =



Idee: Zentripetalkraft wird durch Gravitationskraft geliefert.

 
.

mE = 5.97 ⋅ 1024 kg
mS = 1.99 ⋅ 1030kg

Erde und Sonne

FG =
mSmEG

r2

⃗F G

FG = FZP

FZP = mEω2r ω =
2π

365 d
= 1.99 ⋅ 10−7 rad

s

Gleichsetzen liefert: r3 =
mSG
ω2

G = 6.67 ⋅ 10−11 m3

kg s2

⇒ r = 3 mSG
ω2

= 149.6 ⋅ 106 km

Bahngeschwindigkeit: v = ωr =
mSG

r
= 29.8

km
s



Betrag des Drehimpuls der Erde 
um die Sonne:

 
.

mE = 5.97 ⋅ 1024 kg
mS = 1.99 ⋅ 1030kg
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Bei Kreisbewegung ⃗r ⊥ ⃗v
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G = 6.67 ⋅ 10−11 m3

kg s2L = mE ⃗r × ⃗v

L = mErv = mE mSGr = 2.7 ⋅ 1040 kg m
s

v =
mSG
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Bei Kreisbewegung ⃗r ⊥ ⃗v

Wie weit wäre ein Planet von der Sonne entfernt, dessen

Drehimpuls doppelt so gross ist, wie der der Erde?



Betrag des Drehimpuls der Erde 
um die Sonne:
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mE = 5.97 ⋅ 1024 kg
mS = 1.99 ⋅ 1030kg

Erde und Sonne

FG =
mSmEG

r2

⃗F G

G = 6.67 ⋅ 10−11 m3

kg s2L = mE ⃗r × ⃗v

L = mErv = mE mSGr = 2.7 ⋅ 1040 kg m
s

v =
mSG

r

Bei Kreisbewegung ⃗r ⊥ ⃗v

Wie weit wäre ein Planet von der Sonne entfernt, dessen

Drehimpuls doppelt so gross ist, wie der der Erde?

Aus Ergebnis oben sieht man . 
Für Verdopplung von  muss sich der Abstand also vervierfachen!

L ∼ r
L



Übersetzung von Kräften



Getriebe mit Übersetzung
d1

d2
R2

R1

Das abgebildete System ermöglicht Weitergabe eines 
Antriebs an einem Hebel (Länge ) auf ein Rad mit 
Radius . 
Die beiden Getrieberäder mit Radien  und  sind über 
einen Riemen gekoppelt.

d1
d2

R1 R2

F1

F2

Wie hängt die Kraft , welche auf der Lauffläche des Rads aufgebracht wird, 
mit der Kraft  auf dem Hebel zusammen? 
Reibungseffekte und Trägheitsmomente seien hier vernachlässigbar.

F2
F1

M1 = F1 ⋅ d1 = FRiemen ⋅ R1 FRiemen = F1 ⋅
d1

R1
F2 = FRiemen ⋅

R2

d2
= F1 ⋅

d1

d2
⋅

R2

R1

Wie gross ist  für  und ? F2 d2 = 2 ⋅ d1 R2 = 4 ⋅ R1

Wie lässt es sich mit der Energieerhaltung vereinbaren, dass die Kraft hier einfach vergrössert werden kann?

FRiemen



Getriebe mit Übersetzung
d1

d2
R2

R1

Das abgebildete System ermöglicht Weitergabe eines 
Antriebs an einem Hebel (Länge ) auf ein Rad mit 
Radius . 
Die beiden Getrieberäder mit Radien  und  sind über 
einen Riemen gekoppelt.

d1
d2

R1 R2

F1

F2
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Wie hängt die Kraft , welche auf der Lauffläche des Rads aufgebracht wird, 
mit der Kraft  auf dem Hebel zusammen? 
Reibungseffekte und Trägheitsmomente seien hier vernachlässigbar.

F2
F1

M1 = F1 ⋅ d1 = FRiemen ⋅ R1 FRiemen = F1 ⋅
d1

R1
F2 = FRiemen ⋅

R2

d2
= F1 ⋅

d1

d2
⋅

R2

R1

Wie gross ist  für  und ? F2 d2 = 2 ⋅ d1 R2 = 4 ⋅ R1 F2 = 2 ⋅ F1

Wie lässt es sich mit der Energieerhaltung vereinbaren, dass die Kraft hier einfach vergrössert werden kann?

Die Strecke, die am Hebelarm zurückgelegt werden muss, ist zweimal so gross wie die Strecke, um die sich 
die Lauffläche des Rads weiterdreht. Die aufgebrachte Arbeit am Hebelarm ist somit wieder gleich gross wie 
die Arbeit, die durch das Rad verrichtet wird.



Potentielle Energie und 
Fluchtgeschwindigkeit



Zum Einstieg: Integrieren
Wieviel potentielle Energie gewinnt ein Apfel, wenn er von Höhe z nach Höhe h 
gehoben wird? Annahme: h ≪ rE

Fz = − mg ΔEpot = mg(h − z)

???

h

z



Zum Einstieg: Integrieren
Wieviel potentielle Energie gewinnt ein Apfel, wenn er von Höhe z nach Höhe h 
gehoben wird? Annahme: h ≪ rE

Fz = − mg ΔEpot = mg(h − z)

Wieviel potentielle Energie gewinnt der Apfel, wenn er von Abstand  bis Abstand  
von der Erde entfernt wird?

r ∞

Fr = −
mMG

r2
ΔEpot (r → ∞) = ???

A

−
h

∫
z

Fz′� d z ′�

B

h

z

r

∞

Gravitationskraft:

???



Zum Einstieg: Integrieren
Wieviel potentielle Energie gewinnt ein Apfel, wenn er von Höhe z nach Höhe h 
gehoben wird? Annahme: h ≪ rE

Fz = − mg ΔEpot = mg(h − z)

Wieviel potentielle Energie gewinnt der Apfel, wenn er von Abstand  bis Abstand  
von der Erde entfernt wird?

r ∞

Fr = −
mMG

r2
ΔEpot (r → ∞) =

mMG
r

Entspricht benötigter Energie, 
um aus Erdgravitation 
auszutreten!

A

−
h

∫
z

Fz′� d z ′�

B

h

z

r

∞

Gravitationskraft:

−
∞

∫
r

Fr dr



Fluchtgeschwindigkeit

Welche Anfangsgeschwindigkeit muss der Apfel habe, um von  aus dem 
gravitativen Einfluss der Erde zu entkommen?

r

r

∞

ΔEpot =
mMG

r

Tipp: Energieerhaltung!



Fluchtgeschwindigkeit

Welche Anfangsgeschwindigkeit muss der Apfel habe, um von  aus dem 
gravitativen Einfluss der Erde zu entkommen?

r

r

∞

ΔEpot =
mMG

r

Tipp: Energieerhaltung!

Kinetische Energie wird in potentielle Energie umgewandelt:

Ekin,0 = ΔEpot (r → ∞)

1
2

mv2
esc =

mMG
r

vesc =
2MG

r



Exkurs: Warum haben wir kein  und kein  in der Atmosphäre?H2 He

Was hat die Fluchtgeschwindigkeit mit der Maxwell-Boltzmann-
Geschwindigkeitsverteilung und dem Verlust von  - Atomen zu tun?He

r ≈ rE

∞Fluchtgeschwindigkeit für He - Atome vesc =
2MG

r
≈ 11

km
s

f (vz) = C ⋅ v2 ⋅ e− mv2z
2kT



Was hat die Fluchtgeschwindigkeit mit der Maxwell-Boltzmann-
Geschwindigkeitsverteilung und dem Verlust von  - Atomen zu tun?He

r ≈ rE

∞Fluchtgeschwindigkeit für He - Atome vesc =
2MG

r
≈ 11

km
s

f (vz) = C ⋅ v2 ⋅ e− mv2z
2kT

Durch Kollisionen wird MWB-Verteilung  
aufrechterhalten. 
 
Atome mit  können die Erde verlassen. 
 
Für leichte Atome sind hohe  viel 
wahrscheinlicher.

v > vesc

vz

vesc

Exkurs: Warum haben wir kein  und kein  in der Atmosphäre?H2 He



Übung zu Flächenintegralen



Φ = ∫A
⃗v ( ⃗r ) ⋅ d ⃗A

Flächenintegrale

d ⃗A

⃗v

Richtung: 
Rechte-Hand-Regel

r

dϕ
dr

d A

dA = ???

d A
dx

dy

dA = ???

Φ = ∫ ∫ …?

Polarkoordinaten Kartesische Koordinaten 

 steht immer senkrecht 
auf Fläche. 
d ⃗Azum Beispiel: zum Beispiel:

Φ = ∫ ∫ …?



Φ = ∫A
⃗v ( ⃗r ) ⋅ d ⃗A

Flächenintegrale

d ⃗A

⃗v

Richtung: 
Rechte-Hand-Regel

dA = dx dy

d A
dx

dy

dA = r dr dϕ

Φ =
R

∫
0

2π

∫
0

v⊥ ⋅ r dr dϕ Φ =
lx

∫
0

ly

∫
0

v⊥ dx dy

Polarkoordinaten Kartesische Koordinaten 

 steht immer senkrecht 
auf Fläche. 
d ⃗Azum Beispiel: zum Beispiel:

r

dϕ
dr

d A



Φ = ∫A
⃗v ( ⃗r ) ⋅ d ⃗A

Flächenintegral Ring

Fluss durch Ring mit  and  
.

rmin = 1 mm
rmax = 2 mm

⃗v ( ⃗r) = r ⋅ ̂z

gesucht:

Φ = ∫
?

∫
?

…

Vektorfeld:
⃗v ( ⃗r)

rmin

rmax

d ⃗A

z

→ v⊥ = ?



Φ = ∫A
⃗v ( ⃗r ) ⋅ d ⃗A

Flächenintegral Ring

Fluss durch Ring mit  and  
.

rmin = 1 mm
rmax = 2 mm

⃗v ( ⃗r) = r ⋅ ̂z

gesucht:

Φ =
rmax

∫
rmin

2π

∫
0

v⊥ (r) ⋅ r dr dϕ =
rmax

∫
rmin

2π

∫
0

r2 dr dϕ = 2π (r3
max − r3

min)
3

= 2π
7
3

mm3

Vektorfeld:
⃗v ( ⃗r)

rmin

rmax

z

d ⃗A
→ v⊥ = r



Φ = ∫A
⃗v ( ⃗r ) ⋅ d ⃗A

Fluss durch Quadrat mit Kantenlänge .agesucht:

⃗v = (−1,0, − 1) → v⊥ = ?Vektorfeld:

Flächenintegral quadratische Platte

Φ = ∫
?

∫
?

…

⃗v ( ⃗r)

d ⃗A

z

xy
a



Φ = ∫A
⃗v ( ⃗r ) ⋅ d ⃗A

Fluss durch Quadrat mit Kantenlänge .agesucht:

⃗v = (−1,0, − 1) → v⊥ = − 1Vektorfeld:

Flächenintegral quadratische Platte

⃗v ( ⃗r)

d ⃗A

z

xy
a

Φ =

a
2

∫
− a

2

a
2

∫
− a

2

v⊥ ⋅ dx dy = − a2



Clicker-Fragen



Frage 1



Frage 1



Frage 2



Frage 2



Frage 8

Scheibe 1 dreht sich mit Drehimpuls 𝐿1. Nun wird Scheibe 2 (ruhend) 
auf Scheibe 1 fallen gelassen und beide Scheiben rotieren dann 
zusammen. Welche Aussage stimmt? Verluste durch Reibung können 
vernachlässigt werden.

a) 𝐿𝑡𝑜𝑡 > 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 < 𝜔1
b) 𝐿𝑡𝑜𝑡 < 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 < 𝜔1
c) 𝐿𝑡𝑜𝑡 = 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 = 𝜔1
d) 𝐿𝑡𝑜𝑡 = 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 < 𝜔1

𝝎𝟏 𝑳𝟏
𝝎𝒕𝒐𝒕 𝑳𝒕𝒐𝒕

Frage 3



Frage 8

Scheibe 1 dreht sich mit Drehimpuls 𝐿1. Nun wird Scheibe 2 (ruhend) 

auf Scheibe 1 fallen gelassen und beide Scheiben rotieren dann 

zusammen. Welche Aussage stimmt? Verluste durch Reibung können 

vernachlässigt werden.

a) 𝐿𝑡𝑜𝑡 > 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 < 𝜔1
b) 𝐿𝑡𝑜𝑡 < 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 < 𝜔1
c) 𝐿𝑡𝑜𝑡 = 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 = 𝜔1
d) 𝐿𝑡𝑜𝑡 = 𝐿1 Æ 𝜔𝑡𝑜𝑡 < 𝜔1

𝝎𝟏 𝑳𝟏
𝝎𝒕𝒐𝒕 𝑳𝒕𝒐𝒕

Da Reibung explizit vernachlässigt werden kann, ist L 

erhalten.

Zu c): 𝜔 wird sicher kleiner, da derselbe Drehimpuls mit 

beiden Massen geliefert werden muss!
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Frage 3



Weitere Konzeptfragen

Die folgenden Fragen sind extrahiert von 
“Konzeptfragen zur Newtonschen Mechanik und Thermodynamik” 
von Rafael Gort
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Frage 4


